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Úlohy na cvičeńı

G1 Dokažte pomoćı matematické indukce:

a) ∀n ∈ N plat́ı
∑

n

k=1 k = n(n+1)
2

b) ∀n ∈ N plat́ı
∑

n

k=1 k
3 = n2(n+1)2

4

c) ∀n ∈ N ∀x > −1 plat́ı (1 + x)n ≥ (1 + nx)

d) ∀n ∈ N plat́ı (2n)! < 22n(n!)2.

G2 Znegujte následuj́ıćı výroky a rozhodněte o jejich platnosti.

a) ∀x, z ∈ R ∀n ∈ N : (x+ z)n ≤ 0

b) ∃x, z ∈ R ∀n ∈ N : (x2 + z)3 ≥ n
2

x+1

c) ∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ R : (0 < |x− 1| < δ) ⇒ (0 ≤ |x| ≤ ε).

G3 Reálná č́ısla. Řekneme, že množina M ⊆ R je omezená zdola, pokud existuje c ∈ R takové, že plat́ı
x ≥ c, x ∈ M . Obdobně definujeme omezenost množiny shora. Množina M ⊆ R se zove omezená, je-li
omezená zdola i shora. Dokažte či vyvrat’te následuj́ıćı tvrzeńı:

a) Množina U ⊆ R je omezená tehdy a jen tehdy, plat́ı-li ∃w ∈ N ∀z ∈ M : (|z| < w).

b) Je-li D ⊆ R omezená, potom je E := {x2, x ∈ D} taktéž omezená.

c) Neńı-li H ⊆ R omezená, pak existuje H1 ⊆ H omezená a H2 ⊂ H, H2 6= H neomezená.

d) Existuje pouze konečně mnoho množin M1,M2, ...,Mk, k ∈ N, Mi ⊆ N, i ∈ {1, 2, ..., k}, které jsou
neomezené.

Úlohy na doma

H1 Dokažte.

a) ∀n ∈ N plat́ı
∑

n

k=1 k
2 = n(n+1)(2n+1)

6 .

b) ∀n ∈ N je č́ıslo n

6 + n
2

2 + n
3

3 přirozené.

c) ∀n ∈ N, n ≥ 4 plat́ı 2n ≥ n2.

H2 Nalezněte maximálńı definičńı obory funkćı. Pod značeńım log x rozumějte přirozený logaritmus, tj. lnx.

a)
√
cos x

b) log(log(x2 + 3x− 40))

c)
√

4π2
−x2

log(sinx cos x) .

H3 Znegujte výrok ∃A ⊆ R, A 6= ∅ ∀x /∈ A ∀y ∈ A ∃K ∈ Z : (xK + y−K ≤ x+ y ≤ x2 + y2).

1


